Réduites de Jordan 1

Remarques préliminaires

Un systeme de calcul formel

Nous allons étudier la réduction de Jordan a l'aide d'un systéme de calcul
formel, Pari-GP.

L’avantage d’une telle approche réside dans la possibilité de pouvoir analyser
les problémes & des niveaur de détail différents : le calcul manuel nous oblige
de nous situer toujours au méme niveau (résolution de systémes linéaires) tan-
dis que les systemes de calcul formel permettent de changer les composantes
élémentaires des algorithmes.

Pari-GP par exemple nous permettra de calculer non seulement des détermi-
nants, des traces, des rangs, mais surtout des noyaux et images d’endomor-
phismes, des intersections de sous-espaces, des supplémentaires.

Exactement ce qu’il nous faut pour permettre une approche élégante de la
théorie de Jordan.

Un peu de syntaxe

On peut distinguer dans Pari-GP différentes couches de fonctionnalité d’ Algébre

Linéaire.

— La premiere couche concerne la représentation des objets linéaires fondamen-
taux, a savoir les vecteurs et les matrices.

— La deuxieme couche concerne les opérations algébriques sur ces objets.

— La troisieme couche concerne les opérations sur les sous-espaces vectoriels,
représentés d’ailleurs par leurs bases.

Représentation

Constructeurs

La notation [1,2,3] représente un vecteur-ligne (une forme linéaire). Pour Pari-
GP, c’est un objet de type t_VEC.
Le vecteur-colonne correspondant (un objet de type t_COL) se note [1,2,3]7, en
utilisant 'opérateur de transposition ~ (qui existe aussi sous la forme mattranspose).
La matrice

3 4 3

a=|-1 0 -1

1 2 3

enfin est représentée par
a=[343; -1,0,-1; 1,23]
C’est un objet de type t_MAT. !
Remarquons que la syntaxe [1;2;3] représente une matrice, ce n’est pas un
vecteur-colonne.
Pour certaines matrices simples, Pari-GP offre des constructeurs simplifiés :
— matid(n) définit la matrice identité de dimension n;
— matdiagonal([a,b, ... ]) construit la matrice diagonale dont les éléments dia-
gonaux sont ceux de la liste [ab, ... ] ;
— matcompanion(p) construit la matrice compagnon associée a un polynome p.
Accesseurs

Si m représente une matrice, alors on accéde a ’élément (i,5) de m a Paide de
la notation m[i,j].

Opérations élémentaires

Pari-GP permet de calculer des combinaisons linéaires, en utilisant les opéra-
teurs usuels, De méme, la multiplication matricielle, I’application d’une matrice
a un vecteur est représentée par le symbole x*.

ILe type d’un objet s’obtient d’ailleurs & 1’aide de la fonction type.
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Ainsi, par exemple, les matrices scalaires d’ordre n, c’est-a-dire les multiples
de la matrice-identité Id,, s’obtiennent tout naturellement par ’expression
axmatid(n).

La fonction concat permet de juxtaposer deux matrices (ou vecteurs).

La fonction vecextract permet d’extraire une sous-matrice de la matrice donnée.
On ne va pas détailler ici la syntaxe de ces fonctions puisque Pari-GP dispose
d’un systeéme d’aide : si 'on écrit par exemple

? vecextract

Pari-GP nous fournit 'information suivante :

vecextract(x,y,{z}): extraction of the components of the matrix
or vector x according to y and z. [ ... ]

Opérations sur les sous-espaces vectoriels

Remarquons que Pari-GP représente un sous-espace vectoriel par une matrice

dont les vecteurs-colonnes représentent une base de ce sous-espace.

Voici les fonctions les plus importantes

— matker(m) est une base du noyau de la matrice m;

— matimage(m) détermine une base de I’image de m;

— matsupplement(m) compléte la matrice m (dont les colonnes doivent étre in-
dépendantes) en une matrice inversible, définissant ainsi un supplémentaire
de I'image de m; on devra en général extraire la base du supplémentaire a
I’aide de la fonction vecextract;

— matintersect(m,n) définit une base de 1'intersection des sous-espaces définis
par les matrices m et n.

Les paramétres descriptifs importants

Pari-GP permet aussi de calculer les parameétres numériques d’une matrice :

— matdet(m) calcule le déterminant d’une matrice carrée m;

— matrank(m) calcule le rang de m;

— trace(m) calcule la trace de m.

Remarquons d’ailleurs que, pour certaines opérations, par exemple les compa-
raisons, Pari-GP identifie une matrice-scalaire & sa valeur. Ainsi par exemple,
la valeur de la comparaison (pour une matrice carrée m)

axmatadjoint(m) == matdet(m)

est « oui » (les booléens sont d’ailleurs représentés par 0 et 1).

On va noter dans ce qui suit parfois E 'espace vectoriel de référence C”, et 0
son sous-espace nul.
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1 Un exemple en dimension 3

Considérons la matrice 3 x 3

3 4 3
a=|-1 0 -1
1 2 3

dont le format de saisie Pari-GP est :
a = [3,4,3; -1,0,—1; 1,2,3]

La réduite de Jordan de a sera de la forme

* x 0
0 * =
0 0 =«

Il y a donc 5 éléments a déterminer, ceux de la diagonale principale, correspo-
dant aux valeurs propres, ainsi que deux éléments dépendant de la composante
nilpotente de a.

1.1 Les sous-espaces caractéristiques et la composante nilpotente

Calculons d’abord le polynéme caractéristique de a : factor, parce que ce
sont les racines du po-
factor (charpoly(a)) lynéme et leurs multi-
. . plicités qui nous inté-
Nous obtenons : (X —2)? : il n’y a qu’une seule valeur propre, ce qui permet ressent.

déja de préciser la forme de la réduite de Jordan :
2 x 0
0 2 =«
0 0 2

ot chacun des éléments représentés par * est soit 0 soit 1.
Déterminons les composantes localement nilpotentes de a; il n’y en a qu’une
seule dans notre cas :

n = a — 2xmatid(3)

matid(n) est la ma-
La décomposition de ’espace en somme directe de sous-espaces caractéristiques trice identité de dimen-

est donc trés simple : il n'y a qu’une seule valeur propre, 2, dont ’espace sion n
caractéristique est de dimension 3.

On vérifie que n® = 0 et n? # 0. La matrice nilpotente n mesure 1’écart entre

a et une matrice diagonalisable.

1.2 Réduction de la composante nilpotente

1.2.1 Calcul de la partition de la composante nilpotente

Etudions la suite (croissante, stationnaire) des noyaux :
0 — kern — kern? — F

en commencant par calculer les dimensions et codimensions relatives :

dimensions = [ matrank(matker(n)), matrank(matker(n~2)), matrank(matker(n"3)) ]
codimensions = [ dimensions[1], dimensions[2]—dimensions[1], dimensions[3]—dimensions[2] ]

Remarquons que les dimensions des noyaux, appelées aussi nullités, peuvent
évidemment étre calculées (de maniére plus efficace) par

dimensions = [ 3—matrank{n}, 3—matrank{n"2}, 3—matrank{n"3}]
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La suite des codimensions, qui controle le déroulement des calculs ultérieurs,
est [1, 1, 1] :

1 1 1
0 — kern < kern? < kern®

Nous connaissons donc la partition de la dimension de F, associée a l’endo-
morphisme nilpotent n : [3], ce qui signifie que la réduite de Jordan de a ne
contient qu'un seul bloc de dimension 3 :

2 10
0 2 1
0 0 2

1.2.2  Calcul de la matrice de changement de base

ker n? étant de codimension 1 dans kern® = E, nous calculons un supplémen-
taire de kern?;

co = matsupplement(matker(n~2))

La fonction matsupplement nous fournit comme résultat une matrice dont les
deux premiéres colonnes représentent une base de kern?, et dont la troisiéme
colonne représente une base du supplémentaire ; c’est cette colonne que nous
allons extraire de cette matrice :

e = vecextract(co, [3])

La théorie nous permet d’affirmer que la suite (n? - e,n - e, e) est libre :

1 1 1
0 < kern <— kern? < kern?
2

n°-e n-e e
Pari-GP nous permet d’en faire la vérification en calculant le rang de cette
famille :

matrank(concat([n"2xe, nxe, €]))

qui est effectivement 3.

En particulier : n? - e # 0; autrement dit : n - e est un élément de ker n? qui
n’appartient pas a ker n. Comme ker n est de co-dimension 1 dans kern?, n - e
engendre donc un supplémentaire de ker n dans ker n?. Ensuite, le vecteur n?-e
est un élément non nul du l-espace kern, c’en est donc une base; nous avons
terminé.

Recollons donc les morceaux : ¢ = [n?-e|n-e|e]
q = concat([n"2xe, nxe, €])

Ainsi, g est la matrice (inversible) dont les colonnes sont les vecteurs (linéaire-
ment indépendants) n? - e, n - e, e, pris dans cet ordre :

2 3 0
q=1-2 -1 0
2 1 1

1.2.3 Réduction

Dans la base définie par ¢, la matrice nilpotente n s’écrit :
010
¢ltn-qgq=10 0 1
0 0 0

La réduite de Jordan de la matrice a s’en déduit immédiatement par conjugai-
son :

matker(m) calcule le
noyau de la matrice m

matrank(m) calcule le
rang de m

matsupplement(m)
calcule 'espace supplé-
mentaire de I'image de
m par rapport a E

concat([a,b, ... ])
transforme la liste de
vecteurs en la matrice
correspondante
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q (=1)xaxq

c’est-a-dire

¢ t-n-q+2-Ids

‘QI

—_

IS

LS

Il
S O N
[l NI
N = O

Il

conformément a nos attentes.

2 Un autre exemple en dimension 3

Considérons maintenant la matrice 3 x 3

3 0 0
a=|0 3 -1
-1 0 2

2.1 Les sous-espaces caractéristiques et la composante nilpotente

Le polynome caractéristique de a est (X — 3)%(X — 2), ce qui permet déja de
conclure que la réduite de Jordan de notre matrice sera de la forme

3
0
0

S W ¥

0
*
2

ou chacun des éléments représentés par * est soit 0 soit 1.
Déterminons les composantes localement nilpotentes de a :

al = a — 3xmatid(3)
a2 = a — 2xmatid(3)

Les sous-espaces caractéristiques sont les noyaux de ces endomorphismes. Pari-
GP permet de calculer une base de ces espaces :

basel = matker(al”2)
base2 = matker(a2)

A T’aide de ces bases, nous allons construire une premiére matrice de passage
b

p = concat(basel, base2)
Nous utilisons ici une
- a - p formée de deux blocs, deuxiéme forme syn-

taxique de concat

qui transforme @ en une matrice p~!

3 -1 0
0 3 0
0 0 2
dont nous extrayons la composante nilpotente :

n = p_(—1)+axp — matdiagonal([3, 3, 2])
matdiagonal([a,b, ...])
On a ici, conformément & nos attentes : n? = 0. construit la matrice
diagonale avec les

, . . sléments a, . . .
2.2 Réduction de la composante nilpotente clements @

2.2.1 Calcul de la partition de la composante nilpotente

Etudions la suite 0 — kern — F

dimensions = [ matrank(matker(n)), matrank(matker(n~2)) ]
codimensions = [ dimensions[1], dimensions[2]—dimensions[1] ]
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Nous obtenons la suite des codimensions : [2, 1].

2 1
0 < kern < kern?

Nous connaissons donc la partition de la dimension de E, associée a ’endomor-
phisme nilpotent n : [2, 1], ce qui signifie que la réduite de Jordan de a contient
un bloc de dimension 2 et un bloc de dimension 1 :

3 1 0

0 3 0

0 0 2
2.2.2  Calcul de la matrice de changement de base

ker n étant de codimension 1 dans ker n? = E, nous calculons un supplémentaire
de kern (dans kern?) :

co = matsupplement(matker(n))

Le supplémentaire étant de dimension 1, c’est le troisieme vecteur de base dont
nous avons besoin :

e = vecextract(co, [3])

Illustrons la situation par un diagramme :

n-e est alors un élément de ker n, qui est de dimension 2 ; complétons donc n-e en
une base de kern. Exprimé autrement, nous allons calculer un supplémentaire
de I’espace engendré par n - e dans kern.

Calculons d’abord un supplémentaire de ’espace engendré par n-e relativement
a l'espace tout entier :

co2 = vecextract(matsupplement(nxe), [2,3])

II nous reste a calculer la trace de ce supplémentaire sur ker n pour obtenir un
supplémentaire relativement a kern :

f = matintersect(co2, matker(n)) . (b1, b2)
matintersect(bl,

Voici I’état actuel de notre construction : nous fournit une base
2 1 de Vlintersection des
0 < kern < kern? espaces dont des bases
n-e e sont by et by
f

Recollons les morceaux : g =[n-e|e| f]
q = concat([nxe, e, f])

Nous obtenons la matrice :

-1.0 0
=10 1 0
0 0 -1

qui transforme la matrice nilpotente n en sa forme canonique ¢~ -n - ¢ :

0 1 0
¢t n-qg=10 0 0
0 0 0

La réduite de Jordan s’obtient donc en deux étapes : une premiere conjugaison
par p raméne a a ses sous-espaces caractéristiques, une deuxiéme conjugaison
par g réduit sa composante nilpotente a sa forme standard. Finalement, la
conjugaison par p - q
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(p+q)"(—1)xax(pxq)

transforme a en sa forme de Jordan :

N OO

31
(p-g9) " a-(p-gg=10 3
00

3 Un exemple en dimension 4

Considérons la matrice 4 x 4

2 1 -6 =2
. -3 6 —-20 -7
10 2 —-10 -4

-3 -3 22 9

dont la réduite de Jordan sera de la forme

* x 0 0
0 = % 0
0 0 x =«
0 0 0 =

3.1 Les sous-espaces caractéristiques et la composante nilpotente

Le polynome caractéristique de a est (X —2)3 - (X —1).
La réduite de Jordan de a est de la forme

0 0
0
*
1

S O O N
S O N ¥
S N ¥

Les composantes localement nilpotentes de a sont

al = a — 2«matid(4)
a2 = a — lxmatid(4)

Les sous-espaces caractéristiques :

basel = matker(al™3)
base2 = matker(a2)

permettent de définir une matrice de passage p
p = concat(basel, base2)

qui transforme a en une matrice formée de deux blocs ; extrayons la composante
nilpotente :

n = p (—1)xaxp — matdiagonal([2, 2, 2, 1])

Nous obtenons :

2 =12 -4 0

2 =12 -4 0
n =

=5 30 10 O

0 0 0 0

Observons que n? = 0, I'indice de nilpotence de n est 2.
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3.2 Réduction de la composante nilpotente
3.2.1 Calcul de la partition de la composante nilpotente
Etudions la suite 0 — kern — F :

dimensions = [ matrank(matker(n)), matrank(matker(n"2)) ]
codimensions = [ dimensions[1], dimensions[2]—dimensions[1] ]

Nous obtenons la suite des codimensions : [3, 1].
D’ou :
3 1
0 — kern — E

Ainsi, la partition caractérisant I’endomorphisme nilpotent n est [2, 1, 1], ce qui
permet de déterminer complétement la réduite de Jordan :

S O O N
S O N
O NN OO
_ o O O

3.2.2  Calcul de la matrice de changement de base

ker n étant de codimension 1 dans ker n? = E, nous calculons un supplémentaire
du 3-espace kern;

co = matsupplement(matker(n))
e = vecextract(co, [4])

Tllustrons la situation par un diagramme :

3 1
0 < kern — kern?
n-e e

n - e est alors un élément de ker n; ker n est de dimension 3 ; nous devons donc

compléter n - e par deux vecteurs en une base de kern ”~1” : Nous extrayons
=N tout sauf la premiére
co2 = vecextract(matsupplement(nxe), ""1") composante.

fg = matintersect(co2, matker(n))

Schématiquement :
3 1
0 < kern < kern?
n-e e

f
g

Recollons les morceaux : g = [n-e|e| f|g]
q = concat([nxe, e, fg])

En conjuguant par p - ¢
(pxa)”(—1)*ax(pxq)

nous obtenons finalement la réduite de Jordan de a :

(p-q) " -a-(p-q) =

S O O N
o N OO
= O O O

S O N =
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4 Un autre exemple en dimension 4

Considérons la matrice 4 x 4 (triangulaire supérieure)

14 2 1
o1 2 1
““lo 0 1 -3
000 —1

4.1 Construction de la composante nilpotente
Le polyndme caractéristique de a est (X —1)3 - (X + 1)L
Les composantes localement nilpotentes de a sont

al = a — lxmatid(4)
a2 = a + lxmatid(4)

Les sous-espaces caractéristiques de a

basel = matker(al™3)
base2 = matker(a2)

permettent de définir une matrice de passage p :
p = concat(basel, base2)
Relativement a cette base, la composante nilpotente de a,

n = p_(—1)xaxp — matdiagonal([1, 1, 1, —1])

est donc :
0 4 2 0
" 00 2 0
0 0 00
0 0 00

Remarquons que n® = 0, mais que n? # 0.

4.2 Réduction de la composante nilpotente

Etudions la suite 0 — kern — kern? — kern3 :

dimensions = [ matrank(matker(n)), matrank(matker(n"2)), matrank(matker(n"3)) ]

codimensions = [dimensions[1], dimensions [2]—dimensions[1], dimensions[3]—dimensions[2]]

On obtient la suite des codimensions : [2,1,1] :

2 1 1
0 < kern < kern? < kern3
ker n? étant de codimension 1 dans ker n® = E, nous calculons un supplémen-
taire du 3-espace kern?;

co = matsupplement(matker(n"2))
e = vecextract(co, [4])

Schématiquement :

2 1 1
0 < kern < kern? < kern®
2

ns-e n-e e
n - e est alors un élément de ker n?, mais n’appartient pas a kern; kern est de
co-dimension 1 dans kern?; n - e définit donc une base d’un supplémentaire de
ker n.

Ensuite, n? - e est un élément non nul de ker n, qui est de dimension 2; il nous
faut un deuxiéme vecteur de base : f
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co2 =vecextract( matsupplement(nxnxe), [2, 3, 4])
f = matintersect(co2, matker(n))

Schématiquement :

2 1 1
0 < kern — kern? < kern?

712'6 n-e (&

f
Recollons les morceaux : ¢ = [n?-e|n-e|e| f]
q = concat([ n"2xe, nxe, e, f] )
La réduite de Jordan

(p+q)"(—1)xax(pxq)

est enfin :
110 0
01 1 0
0 01 0
0 0 0 -1

5 Un troisieme exemple en dimension 4

Considérons la matrice 4 x 4

O O NN
o O = O
S = W N
_ o O O

dont le format de saisie Pari-GP est :

a=1][1,020; 2,13,0; 0,0,1,0; 0,0,0,1]

5.1 Les sous-espaces caractéristiques et la composante nilpotente
Calculons d’abord le polynome caractéristique de a :
factor (charpoly(a))

Nous obtenons : (X — 1)%.
Déterminons les composantes localement nilpotentes de a; il n’y en a qu’une
seule dans notre cas :

n = a — matid(4)

La décomposition de ’espace en somme directe de sous-espaces caractéristiques
est donc trés simple : il n’y a qu’une seule valeur propre, 1, dont I’espace
caractéristique est de dimension 4.

On vérifie que n® = 0 et n? # 0. La matrice nilpotente n mesure 1’écart entre
a et une matrice diagonalisable.

5.2 Réduction de la composante nilpotente
Etudions la suite des noyaux : 0 — kern — kern? — E

dimensions = [ matrank(matker(n)), matrank(matker(n~2)), matrank(matker(n"3)) ]
codimensions = [ dimensions[1], dimensions[2]—dimensions[1], dimensions[3]—dimensions[2] ]
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Nous obtenons la suite des codimensions, [2, 1, 1], qui contrdle le déroulement
des calculs ultérieurs :

2 1 1
0 < kern < kern? — FE
ker n? étant de codimension 1 dans kern® = E, nous calculons un supplémen-

taire de kern?;

co = matsupplement(matker(n~2))
e = vecextract(co, [4])

ce qui donne déja

0 2 kern < ker n? < E
n?-e n-e e
Comme kern est de co-dimension 1 dans kern?, n - e engendre donc un supplé-
mentaire de ker n dans ker n2.
Ensuite, le vecteur n? - e est un élément non nul du 2-espace ker n, nous devons
donc déterminer un deuxiéme vecteur f pour obtenir une base de kern :

co2 = vecextract(matsupplement(n”2xe), [2,3,4])
f = matintersect(co2, matker(n))

Schématiquement :

2 1 1
0 < kern — kern? — FE

n2'e n-e e

f

Recollons donc les morceaux : ¢ = [n?-e|n-e|e | f], c’est-a-dire en utilisant
la syntaxe Pari-GP :

q = concat([n"2xe, nxe, e, f])

Voici enfin la réduite de Jordan de notre matrice :

1 1 0 0
R (U N
¢ 1o 01 0
0 0 0 1
6 Un exemple en dimension 5
Considérons la matrice 5 x 5
0O 0 0 0 1
-4 2 0 1 2
a=10 0 5 -9 0
0O 01 -1 0
-4 0 0 0 4

dont le format de saisie Pari-GP est :

a=1[0,0, 00, 1;\
—4,2,0, 1,
0, 0, 5, -9,
0,01, -1

2\
0; \
0; \

—4,0,0,0, 4
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6.1 Construction de la composante nilpotente

Le polynéme caractéristique de a
factor (charpoly(a))

est (X —2)°.

Posons donc
n = a — 2xmatid(5)

On vérifie que n® = 0.

6.2 Réduction de la composante nilpotente
Considérons pour la suite des noyaux
0 — kern — kern? — E

les dimensions et codimensions respectives :
dims(n)
codims(n)

La suite des codimensions est donc : [2,2,1,0,0] :

2 2 1
0 < kern < kern? < kern?

Comme kern? est de codimension 1, le supplémentaire est défini par un seul
vecteur :

co = matsupplement(matker(n”2))
e = vecextract(co, [5])

Schématiquement :

2 2 1
0 < kern < kern? <— kern?
2

n°-e n-e e
Comme ker n est de codimension 2 dans ker n?, il nous faut déterminer, & coté
de n - e, un deuxiéme vecteur f pour obtenir une base d’un supplémentaire de
ker n dans ker n? :

co2 = vecextract( matsupplement( concat(matker(n), nxe) ), [4,5])
f = matintersect(co2, matker(n~2))

Schématiquement :

2 2 1
0 < kern < kern? < kern®
n’-e n-e e

n-f f

[n? - e,n - f] est une famille libre de ker n; comme ker n est de dimension 2, le
processus de construction s’achéve.

Recollons donc les morceaux : ¢ = [n?-e|n-ele|n- f| f] cest-a-dire, dans
la syntaxe Pari-GP :

q = concat( [ n"2xe, nxe, e, nxf, f] )

La réduite de Jordan de a s’obtient finalement en conjuguant a ’aide de la
matrice p-q :

210 0 0
0210 0
glta-qg=10 0 2 0 0
000 21
0000 2
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7 Un autre exemple en dimension 5

Considérons la matrice 5 x 5

=)
|
oo oo

S O O NWw

S O N W

= 00 Co

—4
-1

7.1 Construction de la composante nilpotente de a

Calculons d’abord le polynéme caractéristique de a :

factor (charpoly(a))
Nous obtenons : (X —2)3(X + 1)2.

Déterminons les composantes localement nilpotentes de a :

al = a — 2«matid(5)
a2 = a + lxmatid(5)

L’espace E est somme directe des sous-espaces caractéristiques :

basel = matker(al™3)
base2 = matker(a2"2)

qui permettent donc de définir une matrice de passage p

p = concat(basel, base2)

10
0 1
p=10 0
0 0
0 0

0
0
1
0
0

| o2l
o H“‘U‘@‘@@:

—244
27

O Ol

1

qui transforme a en une matrice formée de deux blocs.
Extrayons la composante nilpotente :

n = p_(—1)xaxp — matdiagonal([ 2, 2, 2, -1, —1])

O O O N Ww

O O = O O

S = O O O

qui vérifie : n® = 0 (bien sfr), mais n? # 0.

7.2 Réduction de la composante nilpotente

Considérons pour la suite des noyaux

0 — kern — kern?

les dimensions et codimensions respectives :

dimensions = [ matrank(matker(n)), matrank(matker(n"2)), matrank(matker(n"3)) ]
codimensions = [dimensions[1], dimensions[2]—dimensions[1], dimensions[3]—dimensions[2] ]

o O O O

—  kern®

Réduites de Jordan
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On obtient la suite [2,2,1] :

2 2 1
0 < kern < kern? < kern3

ker n? étant de codimension 1 dans kern® = E, nous calculons un supplémen-
taire du 4-espace kern? :

co = matsupplement(matker(n~2))
e = vecextract(co, [5])

2 2 1
0 < kern < kern? < kern?
n?-e n-e e
n - e est alors un élément de kern?; kern est de co-dimension 2 dans kern?;
nous devons donc compléter n - e par un vecteur f en une base [n - e, f] de
kern?/kern :

co2 =vecextract( matsupplement(concat(matker(n), nxe)), [4,5])
f = matintersect(co2, matker(n"2))

Schématiquement :

2 2 1
0 < kern < kern? < kern®
n?-e n-e e

n-f f

[n? - e,n - f] est une famille libre de kern ; comme kern est de dimension 2, le
processus de construction s’acheve.

Recollons donc les morceaux : ¢ = [n?-e|n-e|e|n-f]| f], cest-a-dire, dans
la syntaxe Pari-GP :

q = concat( [ n"2xe, nxe, e, nxf, f] )

La réduite de Jordan de a s’obtient finalement en conjuguant a ’aide de la
matrice p-q :

(p*a)”(—1)xax(pxq)

21 0 0 0
021 0 O
002 0 O
00 0 -1 1
000 0 -1
8 Un exemple en dimension 6
Considérons la matrice 6 x 6 définie par
[0 2 -1 0 1 0]
3 -4 3 -1 -1 0
2 -8 4 0 -4 -1
-2 4 =2 1 2 0
-2 5 -1 0 5 1
-1 3 -4 1 -3 0]

8.1 Construction de la composante nilpotente

Le polynome caractéristique de a est (X — 1)%. La composante nilpotente n de
a est donc

n = a—matid(6)

On vérifie que n* = 0 et que n® # 0.

Réduites de Jordan
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8.2 Réduction de la composante nilpotente
Etudions la suite des noyaux :

0 — kern — kern? — kern® —» E

dimensions = [ matrank(matker(n)), matrank(matker(n~2)), matrank(matker(n~3)), matrank(matker(n~4))]
codimensions = [dimensions[1], dimensions[2]—dimensions[1], dimensions[3]—dimensions[2], dimensions[4]—dimensions [3]]

La suite des codimensions : [2,2,1,1] permet de compléter notre diagramme
des noyaux :

2 2 1 1
0 < kern < kern? < kern® < F

Calculons d’abord un supplémentaire du 5-espace ker n? :

co = matsupplement(matker(n”3))
e = vecextract(co, [6])

Ce qui donne :

0 2, kern 2, ker n? <4 ker n? 4 E
nd.e n?-e n-e e

ker n? est de codimension 1 dans ker n3, donc n - e engendre un supplémentaire
de kern? dans ker n®.
Ensuite, ker n est de codimension 2 dans ker n?; le vecteur n? - e ne suffit donc
pas a définir un supplémentaire de kern dans kern?. Pour nous procurer le
vecteur f qui nous manque, nous allons adjoindre le vecteur n? - e & kern, et
déterminer la trace sur ker n? d’un supplémentaire de ce sous-espace :

2

co2 = vecextract( matsupplement(concat(matker(n), n"2xe)), [4,5,6] )
f = matintersect(co2, matker(n"2))

Schématiquement :

0 2 kern 2 ker n? L ker n3 L E
nd-e n?-e n-e e
n-f f
Recollons les morceaux : la matrice ¢ définie par
q = concat([ n"3xe, n"2xe, nxe, e, nkf, f ])

permet de déterminer enfin la réduite de Jordan de a :

1 1.0 0 0 0]

01 1 0 0 O

R L S B

00 01 0 O0

00 0 0 1 1

0000 0 1]
9 Un autre exemple en dimension 6
Considérons la matrice 6 x 6 définie par :

(20 1 0 0 0]

-1 -1 1 0 -2 0

o -1 0 0 0 O

3 o -1 1 1 0

0 0 0O 0 1 O

'3 0 2 1 0 1]

Réduites de Jordan
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9.1 Construction de la composante nilpotente

Le polynome caractéristique de a est (X —1)3 - (X + 1)3.
Les composantes localement nilpotentes de a sont donc :

al = a — matid(6)
a2 = a + matid(6)

Les sous-espaces caractéristiques de a admettent les bases

basel= matker(al”3)
base2 = matker(a273)

En conjuguant par
p = concat(basel, base2)
nous pouvons déterminer la composante nilpotente n de a :

n = p_(—1)xa*xp — matdiagonal([1,1,1, —1,—1,—1])

0 1.0 0 0 0]
0000 0 0
L |1 000 0 0
0000 1 =
0000 -1 3
0000 -2 1]

Nous savons que n® = 0 mais que n? # 0.

9.2 Réduction de la composante nilpotente
Etudions maintenant la suite des noyaux : 0 — kern — kern? — kern3.

dimensions = [ matrank(matker(n)), matrank(matker(n"2)), matrank(matker(n~3)) |
codimensions = [ dimensions[1], dimensions[2]—dimensions[1], dimensions[3]—dimensions[2] ]

La suite des codimensions [3,2,1] permet de compléter notre diagramme des
noyaux :

3 2 1
0 < kern < kern? < kernd
Calculons d’abord un vecteur engendrant un supplémentaire de ker n? dans E :

co = matsupplement(matker(n~2))
e = vecextract(co, [6])

Illustrons la situation a l’aide de notre diagramme des noyaux :

3 2 1
0 < kernm < kern? < kernd
2

n°-e n-e e
Le vecteur n - e est un vecteur de kern? qui n’appartient pas & kern; nous
avons donc besoin, d’aprés la liste des codimensions, d’'un deuxiéme vecteur,
pour construire un supplémentaire de ker n dans kern? :

co2 = matsupplement( matker(n) )
f = vecextract(matintersect(co2, matker(n"2)), [4])

Remarquons que la construction précédente ne garantit pas que f soit linéai-
rement indépendant de n - e. Voici une variante qui permet d’éviter cette éven-
tualité : nous adjoignons au 3-espace ker n le vecteur n - e et nous calculons un
supplémentaire de ce sous-espace relativement & kern? :

co2 = vecextract( matsupplement(concat(matker(n), nxe)), [5,6] )
f = matintersect(co2, matker(n"2))

Réduites de Jordan
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Schématiquement :

3 2 1 )
0 < kern < kern? <— kern?

TL2'€ n-e e

n-f f

Enfin, n-(n-e) et n- f sont deux vecteurs linéairement indépendants de kern ;
nous allons compléter ces deux vecteurs par un troisiéme vecteur en une base
de kern :

co3 = vecextract( matsupplement(concat(nxnxe, nxf)), [3,4,5,6] )
g = matintersect(co3, matker(n))

ou encore :

co3 = matsupplement(concat([n"2xe, nxf]))
g = vecextract(matintersect(co3, matker(n)), [3])

Schématiquement :

3 2 1
0 < kern < kern? < kern®

n2'€ n-e (&

nef f
g
D’ou enfin la matrice ¢ qui permettra de jordaniser n :
q = concat([ nxnxe, nxe, e, nxf, f, g ])
En conjuguant par p - q,
q (=1)#p (—1)xaxpxq

nous obtenons finalement la réduite de Jordan de a :

1 1.0 0 0 0]
011 0 0 0
001 0 0 0
000 -1 1 0
000 0 -1 0
000 0 0 -1
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