Exponentielles et logarithmes
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1 Croissance — décroissance

On parle d'un phénomeéne a croissance exponentielle
(ou géométrique) lorsque la croissance (en valeur
absolue) de la population est proportionnelle a la
population existante, c’est-a-dire lorsque le taux de
croissance est constant.

Exercice 1

Imaginez que Nadia ait placé 1€ en ’an 1 a un taux
de 2% (intéréts composés), et qu’elle aille prélever
le capital avec tous les intéréts au bout de 2 000
ans.

1. Pensez-vous qu’elle disposera des moyens né-
cessaires pour financer un bon repas? des va-
cances pour toute la famille? ou ...?

2. Calculez son capital aprés 100 ans, 200 ans, ...
et représentez cette suite.

3. A quel moment son capital a-t-il dépassé 10€?
1 000€7? 1 000 000€?

Exercice 2

Helge place 1€ a un taux d’intérét annuel de 100 %.
Calculez son capital au bout de un an si les intéréts
sont ajoutés

1. en une fois, a la fin de I'année

en deux fois, chaque fois au bout de 6 mois
en trois fois, chaque fois au bout de 4 mois
en 4 fois, chaque fois au bout de 3 mois

en 365 fois, a la fin de chaque jour

au bout de chaque heure

NS kW

en n fois, ...

Exercice 3

Le taux annuel de croissance de la population mon-
diale était de 1,2 % par an en 2003.

1. Sachant que la population mondiale en 2003
était 6,3 milliards et en supposant que le
taux annuel reste constant, déterminez (en mil-
liards) I'effectif de la population mondiale en
I'an 2010, 2020,....

2. Représentez cette suite.

3. En supposant toujours que le taux de crois-
sance ne change pas, apres combien d’années
la population mondiale aura-t-elle doublé?

Exercice 4

La demi-vie (ou : période de désintégration) d’'un
élément radioactif est le temps au bout duquel la
masse d'un échantillon de cet élément est divisée
par 2.

1. Un échantillon contient 5 g de radium.
Quelle sera la masse de radium dans 3 000,
4 500, ... ans sachant que la période de désin-
tégration du radium est de 1 500 ans?

2. La période de désintégration d'un isotope
d’iode est de 8 jours. Quelle était, il y a 6 mois,
la masse de cet isotope dans un échantillon qui
en renferme aujourd’hui 1g?

Exercice 5

L’iode naturel est composé de I'isotope stable 1271
Les autres isotopes de l'iode sont tous radioactifs.
Bien qu’il ait une faible durée de demi-vie, I'iode 131
émis lors des accidents nucléaires (dont celui de
Tchernobyl) pose probléme en raison du fait que la
thyroide fixe une grande partie de I'iode absorbé via
I’alimentation, I’eau ou I'inhalation. L'iode est alors
facteur de cancer ou troubles graves de la thyroide.
L’isotope radioactif d’iode 311 perd 8,3% de sa
masse par jour.

1. Calculez la demi-vie T de l'iode 131.

2. Représentez graphiquement I’évolution au

cours du temps d’'un échantillon de 50 mg de
1317

3. Montrez que la fonction qui décrit I’évolution
d’'un échantillon d’iode 131 peut étre mise sous
la forme

f—K-2°T

Exercice 6

Déterminez I'entier naturel »n tel que
lon < 2500 < 10n+1

Quel est donc le nombre de chiffres décimaux de
Ientier 2°00?
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2 Aspects algébriques

2.1 Transformations d’expressions

Exercice 7

Ecrivez les nombres suivants sans exposant néga-
tif, ni fractionnaire et simplifiez les expressions
obtenues autant que possible :

-1,25
1. 372 2. 3075 3. (%)
1 2 4-0.5, 16% 1
4. 972 . 273 5. —ap02 6. 22 -4/2V9
Exercice 8

Complétez les équivalences suivantes :

. log10 000 = 0 «< 10" =10 000

L
1000

1
2. logn=-3 < o =
3. 10" =410 < logV10 =0
4. 10" = 100V10 < logy100+/10 = O
5.2°=1024 < log,1024 =0

6. (1) =1024 < log, 1024 =0

7. VO =3 < log,(3) =0

8. V=3 = log,(3) =1

9. V3 =81 < log5(81) = O

10. 52 =0 < log%(%) =0

11. logs(625) = O < loggys(5) = O
12. e = /e = InJe=0O

-3 1
13. O :?@lnD:—S
e
_ .0 __2
14. W—e @D@— 3
Exercice 9

Simplifiez les expressions suivantes :
1 1

1. Ine—lne? - — +1In®=
Ine e

2. e31112 + e—lnS _ (lne)z
3. In (\/e*5>

()

4. In (eﬁ)

%)}

Exercice 10

Simplifiez les expressions suivantes :

1. logs (5%) 2. logs (125)
3. logs V125 4. logS\/111275
5. log%x/ﬁ 6. log% 125
7. logs 0,64 8. logyes >

9. logg 532 10. logs, 0,5
11. log, 5144 12. logys (2V3)

13. exp1 (%log% 1) 14. exp1 (%log% 8)

Exercice 11

Soit x > 0. En posant u = log, x, exprimez en

fonction de u :

3

x

3.1 —
082 64

4. log,v2x 5. log, f/% 6. log, (xZ\/E)

1. log, x° 2. log3 x

Exercice 12

Soit a, b,c > 0. Posons :
u=Ina, v=Inb, w=Inc

Exprimez en fonction de u, v, w (linéarisation) :

2

1. Inab?c 2. ln%7 3. In (%b)
3}(11’72 ab2 2

4, In ? 5. (ln %>

2.2 Un mot sur les calculatrices

Exercice 13

Comparez les résultats affichés par votre calcula-
trice si vous évaluez les expressions suivantes :

1. 3A0.75  3A3/4  3A(3/4)
2. 2A-3 2A-3. 2A-3.0
Exercice 14

Déterminez a I’aide de votre calculatrice une valeur
approchée a 1072 pres :

2. ez 3. 2e2/e

1. e™

2.3 Equations et inéquations

Exercice 15

1. Résolvez dans R I'équation

3t2-2t-5=0
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2. Résolvez dans R l'inéquation
3t2-2t-5<0
3. Déduisez-en une résolution des (in-)équations
1. 3ln*x —2Inx -5=0
2. 3logsx —2log,x —5<0
3.3-e2¥-2.e*-5=0
4,3-2%-2.2¥-5<0
Exercice 16
Résolvez dans R les (in-)équations :
1. In(x?) + (In(x) —4) - Inx = 0
2. In(x?) + (In(x) —4) -In*x >0

Exercice 17

Déterminez 1’ensemble des réels x pour lesquels
que la fonction

f(x) =In(|x| -2)
soit strictement positive.

Exercice 18
Résolvez dans R :

1. e —-1=0 2. e —et <0
3.e-e¥—Je=0 4. eX+eX-2=0
5. e2* 1 — i, 0 6. el72¥ > 3
1 (eX)2 -1
Exercice 19
Résolvez dans R :
10,5 =1 2. 3% -3%%=0
1 2 2
1-2x _ [ = — X
3. 4 (16> 0 4, 2 52X2
3 16
1-3x 2x+3 el -
5. 0,25 >4 6. (4> < 9

Exercice 20

Résolvez dans R (les solutions des équations sont
demandées a 10~2 prés par défaut) :

1. Inx =3 2. Inx+In2=1

3. In2x-1) >0 4. In(1 -2x)=1

5. 1ni;1+lnx<0 6. Inx-In2 <In(1 - 3x)
7.In(4-x% =In2x 8 llnj‘h*li >

Exercice 21

Résolvez les (in-)équations logarithmiques sui-
vantes :

1. 2logs(x +3) —3logs(2) =0
1
2. 210g% X + log% 3< log% 16
3. log;(2x +1) —log,(3—-x) =0
4. logp4(1-x)-1=0
5. logzx =1
6. logzx —1<0
Exercice 22

Résolvez les (in-)équations logarithmiques sui-
vantes :

1. log(x? —4) —log(2x — x%) = 0
2. logps(x*-9) <1

3. log, xi:iix -1=0
4. log;(3x —1) = -2
5. log,(x? — 5x) = log,(6)
6. logp,(2x —1) <3
7. logzx <9
Exercice 23

Résolvez dans R :
1. logs (4 - x?%) - log1 x < logs (x)

2. logy(x —1) -logy(3) =0
2

3. log% <logs x

4. log,(2¥ = 1) + x = log,(144)

2.4 Dérivation

Exercice 24

Déterminez la dérivée des fonctions suivantes (défi-
nies par leur expression analytique) :

1. 2e¥ 2. ex 3. X’
1 1)\?
4. X 5. — 6. (—)
ex ex
2
7_ x.ex 8_ £ . xi—’—l
ex ex +e~X
eX _ efX .
10. — 11. eSn2¥) 12 gin(e?¥)

13. V1 —e2x 14, MY {5 X . Apctanx
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Exercice 25

Calculez la dérivée des fonctions suivantes données
par leur expression analytique :

1. —ln3(x) 2.
4. log(x?) 5.
7. In(Arcsin x) 8.

10. 10* - logx 11.

log(3x) 3. logy x
1
2
xln(x +1) 6. Jogx
Arcsin(In x) 9. 1
Inx

log » (sinx)

3 Aspects analytiques — Etudes de fonc-

tions

3.1 Graphiques

Exercice 26

En partant du graphe de la fonction In, représen-
tez les fonctions données par les expressions sui-

vantes :
1. In(x +1) 2. —In(x) 3. In(—x)
4. |In(x)| 5. In|x]| 6. |In|x]|
2
1 —
P
_1 /
-2
2
1 T
X
_1 /
-2

y
2
1 1
X
y
2
1 ]
X
v
2
1 |
X
v
2
1 |
X

Exercice 27

A chacune des équations cartésiennes suivantes,

associez une des représentations graphiques :
1. y=In35 2. y=Inx -1n2
3. ¥ =In(2x) 4. v =2In(x + 2)

5. y=Inx+1In2 6. y=2Inx
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Ty
—2 = —
. ] (3;In6)
(~1,36X5;1)
: : x
/ 1 2 3 4 5 8
1 _1 /
- -2 I
Ty
2
N I
(3;~0,405) —
— |
x -
11 / (1;2—0,69)
1 72 /
b
|
=
/"4\\ (1;~2,1972) —
T (0~1,39)
X
1
oy
4
14 e
/ (5;~3,219)
P A
(3;=2,197)
1
x -
1
—+ -1 /
-2

3.2 Domaines de définition

Exercice 28

Déterminez le domaine de définition des fonctions
suivantes (définies par leurs expressions analy-
tiques) :

3. 2V*1 4. 37=

5. ¥5¥-1-125 6. 40,1¥ - 0,01

7. % 8. V1 —e2x
Exercice 29

Déterminez le domaine de définition des fonctions
suivantes (définies par leurs expressions analy-
tiques) :

1
1. log, x 2. log, x
3. log: x 4. ! T
7 log;
1-x
5. log(1 - 2x) 6. 1 805 T3 x
7. log,(4 — 5x) +1og,(1 — 2x) 8. log% T x
9. ylog,(4x — x2) 10. llog% (4x — x2?)
11. log, (—x2 — x +2) 12. log,(tan3x)
13. log%(Arcsin 3x) 14. log%(Arccos 3x)
Exercice 30

Considérons les fonctions
f1:x —log(x —1) +log(x +4)
foix —log(x —1)(x +4)

g1:x —log(x —1) —log(x + 4)
x -1
x+4
hy:x —log|x — 1| —log |x + 4|
x—1
x+4

g2 1 x — log

hZ:leogl

1. Quel est leur domaine de définition respectif ?

2. Les fonctions f; et f> sont-elles égales?
Et les fonctions g; et g»?
Et les fonctions hq et hy ?

3. Mais a quelle(s) condition(s) peut-on alors
écrire
1. fi(x) = f2(x)
2. 91(x) = g2(x)
3. hi(x) = ha(x)

Exercice 31

Comparez le domaine de définition des fonctions f
et g suivantes :
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1. f(x)=In[3—-x)-(2+x)]
gx)=In(3 —x) +In(2 + x)
2. f(x) :log%(4x—x2)
g(x) = log%(4 -X)+ log%(x)
3-2x
3. f(x) =log, <1
g(x) =1log,(3 —2x) —log,(x + 1)
3.3 Limites
3.3.1 Sériel
Exercice 32

Déterminez les limites suivantes en précisant éven-
tuellement s’il s’agit d’'une limite a gauche ou d’'une
limite a droite :

1. lim 2¥ 2.
X — 00
3. lim 2~ 4,
X——00
5. lim 2% 6.
x—-0*
7. lim 257 8.
x—-1*
1
9. lim 2 »x-1n? 10.
x—1
1
11. lim 2&-02 12,
x—-1
13. lim - 14.
x=01 4 2%
Exercice 33

lim 27

X — 00

lim 27
X——00
lim 2%
x—-0-

Déterminez les limites suivantes en précisant éven-
tuellement s’il s’agit d’'une limite a gauche ou d’'une
limite a droite :

1.

11.

lim 3*
X——00

lim 3‘%

X——00

) 1 2x
- Jim, (3)

. 1
lim ex
x—-0

. 1
lim ex

X — 00

10.
x

12.

2. lim 37%
X—+00

4. lim 4—>*1
X—+0o

6. lim 0,25%71
X——00

eX _ e—x

im ——

X—too eX 4 e7X
e2X — 1

15. lim ——
xlg% e2x 4+ 1

13.

eX _ X

lim ———

x—0eX +e X

lim 32X —eX + 1

X—to @2X 4 2eX — ]
3e2¥ —eX 4]

21. lim————

x—0 e2X 4+ 2eX — 1

17.

19.

Exercice 34

14.

16.

18.

. eX +eX
Iim —
X_._ooex_efx
oeX 4
lim 5
x—0esX —1

. eXt+e™X
Iim —
x—-0eX —e X

e3% 4 e2x _ 1

x—=o @3Xx —2ex
e3x e2x _ 1
x—0 e3X —2eX

Déterminez les limites suivantes en précisant éven-
tuellement s’il s’agit d’une limite a gauche ou d’'une

limite a droite :
1. lim In(x)
x—-0*

3. lim In(—x)
x—-0-

5. limIn(x?)
x—-0

7. limln( 1 )
x—1+ x -1
3x -2
. lim1
? xlzrolon<x2+l)
. X2 +x-2
t %%IH(M
Exercice 35

)

2. lim In(x - 1)
x—1*

4., lim In(1 — x)
x—1-

6. lim In(1 — x?)
x—-1 1

8. ;lci—l?}ln(l—xz)

2 _

10. lim ln<3x2 2)
X—o0 xc+1
. x2+x-2

e }Ei%ln(,m)c_s)

Déterminez les limites suivantes :

2x
1. lim (1 + l)

X —00 X

<1+l
b'e

rolx

3. lim

X—00

N————

11.
13.

X
15.

17.

10.

12.

14.

16.

1 3x
lim (1 + —)
X — 00 X
1%
lim (1 + —)
X— 00 X
1 X
li 1+ —
xw}c( 2x)
6x+1
lim (1 + i)
X—+o0 X
4x—1
lim (1 + i)
X—+00 X
b

-
(-
)
-2

R | =
N———

lim

X—00

lirp

X ——00

R |
N———
|
%

lim
X—+oo

lim

X—00
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3x—7 Exercice 39

) 2 3x-1 .
19. lim (1 + —) 20. lim (1 + —) Déterminez les limites suivantes :
X—+00 X X—+oo X
2x+1 2—x . _
2x — 2 _ L a—X
21. lim (1 + 3) 22. lim ( x 5) 1. lim (x°-3x)-e
X—+00 X x—+0o \2x + 1
2. lim (x3-2x+1)-e%*
Exercice 36 X
Déterminez les limites suivantes : 3. xlilllw (—2x% +3x - 2) - e27¥
1. lim (1 +x)% 2. lim (1 +2x)% 4. lim (=2x%+3x —2) - el =2
x—-0+ x—-0- X—+00
. 1
3. lim (1+x)% 4. lim (1-x)¥ 5. lim (x - 1) - e
x—0+ x—0- x—1
. 1
5. lim(1-3x)"% 6. lim(1 - 3x)"+ 6. lim (x* - 3x) - e
x—-0 x—-0
7. lir%(l + x)* 8. lil’I(l)(l +2x)% Exercice 40
X— X—
Déterminez les limites suivantes :
9. lim(1 — x)* 10. lim(1 — 2x)*
x—0 x—0 . 1 . 2 1
1. 11n01_x -ex 2. llr(r)l_x -ex
11 Im(1+x)™ 12, lim(1 +2x)7> o 1 * 1
x=0 x=0 3. lim (x—-1)-exT 4. lim (x —1) -eTx
x—1* x—1*
3.3.2 Sériell
. Exercice 41
Exercice 37

, . L . Déterminez les limites suivantes :
Déterminez les limites suivantes :

_ eX _ eX L. lLm Inx > lim In(2x)
1. XI_IEIOO; 2. xl—lEloo; T xSYe x T XS ¥ \/f
—-x -x Inx In x
3. lim - 4. lim £— 3. lim 4. lim X (nen®)
X——00 X X—0o X X—+o00 3/x X—+oo /X
o eX . x In°
5. lim — 6. lim — 5. lim nx 6. lim —
Xt X X—"00 X X—to0 X X—+o In” x
2x+1 2
- L X . Inx _ In(x) -1
7. X]'_l.l}—loc x2 8. X]'_l.l}.log e2x 7. )lclf»l}ﬁ 8. }}Héﬁ
. e X . e2x
9. xllrpwm 10. lim o—%— Exercice 42
oVE W Déterminez les limites suivantes :
X—te X x=teo (x2 —1) 1. lirggx -Inx 2. lir(r)1+x -In“x
. oxt-1 e T T
13. lim evVX 14. lim X2 3. Xliﬁ%lﬂ/f-lnx 4. )}in(}+ Yx - Inx
. 2 4 ; 2 2,3
15. lim e* —x 16. lim e + x? 5. }}%X Inx 6. XILHOXX -In x
X—+o0 X——00
Exercice 38 7. lim In(x) - x 8. ;ggoln(x)—%

Déterminez les limites suivantes : 9. )ym 2 (x)—x 10, th_n x +1In x|

1. lim x-e* 2. lim x-e™* ] 1 ] 1
X——00 X—+oo 11. lim In(x) + = 12. lim In|x| - —
x x—0* X x—0~ X
3. limx%-e2 4. lim(x3-x)-e2¥
xme e Exercice 43
5. lim x*-e* 6. lim (x +1)° e Déterminez les limites suivantes :
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1. Iim(x-1)
x—1*

2. lim(x-1)
x—-1-

3. Iim(x-1)
x—-1*

4, lim (x —-1)
x—-1-

5. lim (x - 1)
x—1*

6. lim(x-1)
x—1-

Exercice 44

-In(x - 1)
-In|x — 1]
‘In(x? - 1)
-ln)xz—l‘
-ln(l—l>
X
-ln'l—l‘
X

Déterminez les limites suivantes :

1.

3.

. 1
lim xx
x—-0+

. Inx
lim x x

X—00

lim (

X—00
lim (
X — 00

lim (1 + x
x—0

1
X
1

)
)

1
X

x
x)

2. lim x%

X—00

1

4, lim x>
x—1*

X——00

8. lim (14—l

10. lim (1 —X)¥

X—

1

6. lim (1+1)x
X——00 X

)X
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