Nombres complexes
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Forme algébrique

1.1 Opérations

Exercice 1

Vérifiez les égalités suivantes.
1. (4+30)2=7+24i
2. (1+1)2 -1 -1)?2=4i
3. 2+1)*+(1-20)°=0
4. 2+1)(1-2i)=4-3i
5. (4+30)3 =44+ 117i
6. 2+ +(1-2i)3=-9+

Exercice 2

Vérifiez les égalités suivantes.

1J5:3i:§-6—3w 2.
3.;t2+§;i:%+%i 4.

giﬁ?+gii?:8 6.
Exercice 3

Vérifiez les égalités suivantes.

131

1+i—i
1-i

3+2i  5+12i
3-2i 13
i—7+1—i_
1+7i 1+i

(=3+4i)(5-4i) —-61+98i

1. 3-2i 13

5 (4-3i)(2+3i) 67 +81i

’ 5-3i - 34
(1+3i)3 (1-1i)* )

) =—4-2

S T o1

.\ 15

4.Gii) SR -

1-1
Exercice 4

Mettez les expressions suivantes sous forme algé-
brique :

1. (3-51) +(=2+2i) — (=2 + 31)

4 -3 o2—i
2. > —%'(l—l)—T
3. (3+2i)-(4-3i)

4. (—x@—%i) . (—\/§+%i)
5. (V2 + 3i)°
6. (=2 +1iv/3)2
i\2 . ,
7. (5-2) - (5+i)-(5-1)
8. (V2-31)3-(2+1)3
Exercice 5

Déterminez, sous forme algébrique, I'inverse des
complexes suivants :

1. i 2. -2i 3. 241
4.4-2i 5. 1-3%i  6.V3-iV2
7.2-iv2 8. 2-Yi 9. a+bi(abeR)

Exercice 6

Déterminez la forme algébrique des expressions
suivantes :

1(5—v2_2i , 1 (=i
\7+i) T3+ S5+ \WSH+i

Exercice 7

Calculez la forme algébrique des nombres com-
plexes suivants :

) 3 +4i 5 3 4+1i i/5
p— T2+ 424 /3 -iV2
Exercice 8

Considérons la fonction @ de C dans C définie par :

z2-2z+3

(p(z)=22+22+3.

Déterminez la forme algébrique de @ (3 — 21).
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Exercice 9

Le nombre complexe j = —% + ?i est la racine
cubique de 'unité : j3 = 1.

Vérifiez alors les égalités suivantes.
1. 1+j+j2=0
3
2. (1+j)3+<1+j2) =-2

1+j
T 1452
1+j 1-5j . .
Q-2 "a+pz Y
Exercice 10

1. Calculez les puissances suivantes : il, i, i3, ...

2. Calculez, pour tout entier naturel n, les puis-
sances : i4n’ i4n+l, i4n+2’ i4n+3_

3. Déterminez 1789, §=2009,

1.2 Egalité de nombres complexes

Exercice 11
Déterminez les nombres réels x et 'y tels que :
1. 2x-1)+(1—-y)i=5-3i
2. Bx+2y)-Ax+y)i=2-1i
3. 3xi—-2y =3x+2-4yi—-2i
4

. Xi—-y-x+3i=0

2 Interprétation géométrique |

Exercice 12

Représentez dans le plan de Gauss le polygone dont
les sommets ont comme daffixes

1+2i, -2+i, -1-2i, 2-1
1. Est-ce que ces points sont cocycliques ?

2. Déterminez le périmeétre de ce quadrilatere.

Exercice 13

Représentez dans le plan de Gauss le polygone dont
les sommets ont comme affixes

1. 10 2. 8+10i 3. 10 + 101 4. 10+ 141
5. 8+ 14i 6. 8+ 131 7. 6+13i 8. 6+ 14i
9. 4+14i 10. 4+13i 11. 2+13i 12. 2 +14i
13. 14i 14. 101 15. 2 +10i 16. 0
Exercice 14

Représentez les parties du plan suivantes :

zeC|Re(z) =1}
ze(CIlsRe(z)sSetlslm(z)SS}
ze(CIRe(z)sO}
zeCllimz) <2}

~— —~ —~e ~e

3 Equations

3.1 Equations du second degré

Exercice 15
Résolvez les équations suivantes :

. Z22-(5-141)z-2(5i+12) =0
. (1-1)z2-2z2-(11+43i) =0
. iz°+3(1-i)z-3-2i=0

.22+ (541)z+6+3i=0

. iz2+3(1-1)z-3-2i=0

.22 4+2(1+1)z-5(1+2i)=0

. 222 - (20+9i)z+50=0

L iz2+ (1 -50)z+(6i—-2) =0
10.

1
2
3
4
5. (1-1)z> -2z~ (11+3i) =0
6
7
8
9

z2-(1-2i)z+1-7i=0
11. (1+1)z%+ (19+35i)z—-216+216i=0

12. 3iz2+(11-i)z-3-6i=0

1. {-2i,5-12i} 2. {-2-1,3+2i}
3. {i,3+21i} 4. {-3,-2-1}
5. {=2—-14,3+2i} 6. {i,3+2i}

7. {-4-3i,2+i} 8 {2-3,8+6i}
9. {2,3 +1i} 10. {-1-34,2+1i}
11. {-27,-81i} 12. {3i,3 + %'}

3.2 Equations du troisiéme degré

Exercice 16

Déterminez les zéros des polynomes suivants, sa-
chant qu’ils admettent une racine du type indiqué :

1. 23 -2(1 +1)z%2 +2(1 + 2i)z — 4i
racinezop =1-1

2. 23— (5+8i)z2+ (20i —11)z + 15— 12i
une racine réelle
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3. 23+ (1 -51)z>-2(5+1i)z+ 8i
une racine imaginaire pure
4. 23+ (-4 +3i)z+9-13i
une racine de partie réelle 1
5.23-2(1-3i)z2+2(3 +4i)z+ 8+ 20i
une racine z telle que Rez = Imz
6. 3iz3 + (8 —4i)z% + (61— 13)z + 9+ 3i
une racine de la forme a — ai, a réel
7. 23+ (6i - 13)z% + (51 —41i)z — 120 + 68i
racine de la forme a + ai, a réel
8. 223 —7iz2 —(9-21)z + (1 + 3i)
racine imaginaire pure
9. 23+ (51— 6)z2+ (17 — 32i)z + 42 + 691
racine imaginaire pure
10. 23 - (4+1)z°+ (7+i)z—4
racine réelle
11. 23+ (-1 -21)z% + (9i — 1)z — 2(1 + 51)
racine réelle
12. 23+ (2-31)z> =7z + 18 + 21i
racine imaginaire pure

L {2i,1-14,1+i} 2. {3i,1,4 + 5i}

3. {-2+24,2i,1+1i} 4. {-3+14,1-24,2+1}
5. {-1-1,2i,3 - 7i} 6. (3i,5+%,1-1i}

7. {2+2i,4-5i,7-3i} 8. {-1+24,%,1+1i}
9. {-3i,2-5i,4+3i}  10. {1,1-1,2+2i}

11. {-2+3i,1-1,2} 12. {-4+1,31,2 -1}

4 Polynémes

Exercice 17

Calculez le reste et le quotient dans la division eucli-
dienne du polynéme P(z) = 4z3—(2—1i)z%2+iz—i+2
par le binébme z + 1.

Exercice 18
Considérons dans C le polynéme

P(z)=z*+423+8z2+4z+7.

Sachant que P admet les racines i et —1i, calculez
toutes les racines de P.

En déduire une factorisation du polynéme P en po-
lyndmes du premier degré.

Exercice 19
Pour quelle valeur du parameétre m € C le poly-
nome P(z) = z4-2iz3+ (i—m)z+2m est-il divisible
par z — 2i?

Exercice 20
Considérons le polynéme a coefficients complexes

P(z) =23+ QA +30)z° + (-4 + 4Ai)z — 4A — 2i

ou A est un parameéetre réel.

1. Montrez que 1 — i est racine de P.

2. Déterminez toutes les racines de P.
3. Factorisez dans C le polynéme P.
4,

Déterminez le réel A pour qu’au moins une
racine soit imaginaire pure.

Exercice 21
Soit le polynome a coefficients complexes

P(z)=2>+az>+Bz+Yy.

1. Déterminez les nombres complexes «, 8, y sa-
chant que :
- le nombre i est racine de P
-Tona:P(1) =—-4i
- le reste de la division euclidienne de P(z) par
z + 1 est —8i.

2. Résoudre dans C I'équation P(z) = 0, avec les
valeurs de «, B et y déterminées dans la ques-
tion précédente.

3. Donnez une factorisation de P(z).

5 Forme trigonométrique

Exercice 22

Déterminez la forme algébrique et la forme trigono-
meétrique des nombres complexes indiqués.
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Exercice 23

Ecrivez les nombres complexes suivants sous forme
trigonométrique :

1. 2+2i 2. =242 3. -2-2i
4. 2-72i 5. 3 6. -3

7. 3i 8. —3i 9. 1+iV3
10. -1+iyV3 11. ¥3-3i 12. -3 -1iV3
13. 3 +4i 14. 3—4i  15. -3 +4i

Exercice 24

Ecrivez les nombres complexes suivants sous forme
algébrique :

1. cis45° 2. 2-cisg
3. 3-cis210° 4. —4 - cisF
e o 12 cis 60°
5. cis45° - cis 30 Jcisise
. T 2 . T 3 (2_21)5
7. (2ClS§) . (3CISZ) 8. w
2
9. (-3-3i)7 10. (3-2i) - @-

Exercice 25

Soit le nombre complexe z = /3 — i.
Calculez le module et I’argument des nombres com-
plexes

z, 21—z, 2i+z

Exercice 26

Considérons les nombres complexes

5
1

N

Zl=1—i, 22=l—i\/§, zZ3 =

g .
1. Calculez le module et I’argument de z1, z», z3.

2. Déterminez les parties réelle et imaginaire du
nombre z3.

3. En déduire les valeurs de cos {5 et de sin {5.

6 Forme trigonométrique Il

Vérifiez les calculs suivants.

Exercice 27

Calculer le module des nombres complexes propo-
sés.

~.

1. |17 +51i| =17 - |1+ 3i| = 17V12 + 32 = 17410

2. (7+350)-3+2i)|=7-11+5i]-13+2il =912
7 —35i |7 -35i] 7-]1-5i

) = = =72

3 3-2i 13 — 2i] 13 — 2i| V2

4 ‘(5+3i)(1+i) _|5+3i|-|1+i|_2

' 4+ - |4 + i h

Exercice 28

Ecrivez les nombres complexes suivants sous forme
trigonomeétrique.

V2 1-1 VAL
Loy =V2— =ds o
2 11 (1 _,¥3)_1 .57
T1+iv3 2 \2 2 ) 2 3
A+DP  (1-i)* _ - 3w
3. T +(1+i)2_ 2+ 2i=2/2 cis 1
)° 1+1i/3 2cis T 77T
_ 3 _ o (T
YT T asE 2L
5+11iv/3 ) 21
5, 21 2V2 g = 2cis =
7—4i\/§ +l\f C1S 3
34+ 7i , 3
6. 2_5i7—1+17\/§c137
9+/3 + 3i , T
7, 2T oL ~3i= _n
SN 3\/§ 3i =6 cis 6

g (W6-iv2)(1+i) :ﬁﬂ'\/é:zﬁcisg

1-1
3 3
1+1i/3 _ | VE) 2Ty
9. (1—iﬁ)_<2+12)_(083)_1
V3-i 2004_ 19T o00s 1002
10.<1+i = (V2cis o) =2
Exercice 29

Soit les nombres complexes

Z_1+i\/§ o i
Vo103 T 2032

Vérifiez que I'on a :
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Z2
6. z}=-1_i8
3__ 1
7. z5 = —g5l
8. z1+zi+23 =-1- i
1
6. 12
9 Z]'ZZ —Zj
8
- 2T
8 [Cls—]
z 3 .
10. =L = . - =2%cis 4T
Z5 1 e _m]’
2 [4CIS 6]

7 Racines nes d’'un nombre complexe

Exercice 30

Déterminez les coordonnées des sommets des poly-

gones réguliers suivants :

)
7

Pl N

N
./
TN\

\/

/ \
\ /

AN

AN

Exercice 31

Vérifiez de deux maniéres les relations suivantes
(en développant et en calculant les racines carrées) :

1. (1+1)?=2i
2. (1-1i)%=-2i
3. 2+1)?=3+4i
4. 2-1i)>=3-4i
5. (1+2i)%2=-3+4i
6. (1-2i)3=-3-4i
7. (4+5i)% = -9 +40i
8. (2-3i)>=-5-12i
9. (ivV2-2v3)2 =10 -4iV6
10. (=7 +iv/3)% = 46 — 14i/3
.\ 2
11. (_g%) =2 2
12. (3+2i)?>=5+12i
Exercice 32
Soit le nombre complexe z = /3 — i.

1.

Calculez les racines carrées du complexe z écrit
sous forme trigonométrique.

. Déterminez ces racines carrées de maniére al-

gébrique.

Exercice 33

Calculez et représentez les racines

1. cubiques de i

N

3.
4.

quatriémes de —16
cinquiémes de —/3 + i
sixiemes de —+/2 — i/2.

Exercice 34
Calculez les racines cubiques du nombre complexe

B (2 —2i)*
(=3 -1)6(-2i)8

z

sous forme algébrique.

Exercice 35

Calculez les racines cinquiémes de 32i et représen-
tez dans le plan de Gauss les points dont les affixes
sont les racines trouvées.

Exercice 36

Résolvez dans C les équations suivantes et écrivez
les solutions sous forme algébrique :
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2. 25-234+41=0

1. z* +8V2 =8iV2

Exercice 37
Considérons les nombres complexes

a=+3-1,

b = cis ~
ClS4

1. Déterminez la forme trigonométrique de a.

2. Déterminez la forme algébrique et la forme
trigonométrique de a - b.

3. En déduire cos {5 et sin {5.

Forme trigonométrique de a :
T
a= 3—i:2-cis(——>
6

Forme algébrique de b :

(T V2 2.
b—l'ClS<Z>—7+71

Dans le monde algébrique :

ab=(\/§—i)-<\/f+\fi>

B2 B-2
=t i

Dans le monde trigonométrique :

. T (T
ab=2- c1s(f€) -1 c1s(z>
(T T
eecs(3-7)
(T
72-c1s(ﬁ)

En comparant les parties réelles d’'une part, les par-
ties imaginaires d’autre part :

os o V6+HV2 o V62
12 — 4 ’ 12 — 4

Exercice 38

Soita =1 + 1.

1. Déterminez les racines carrées de a sous forme
algébrique et trigonométrique.

2. En déduire cos § et sin g.

Calculons la racine carrée de 1 + i sous forme algé-
brique en résolvant le systéme :

x2-y2 = 1
x2+y? = 2
2xy = 1

Ce systeme admet les deux solutions zg et z; :

V22 +2 W22 -2
= > +1 >

Trigonométriquement, on a évidemment :

20

] .
zg = 2% - c1s<%)

En comparant les parties réelles d'une part, les par-
ties imaginaires d’autre part :

x N2+ 2 o 2 -2
cosg=—p7——, Sing=—7"—"
2 2
Exercice 39

Soit le nombre complexe

z=\/4—2ﬁ—i-\/4+2ﬁ

1. Calculez z* sous forme algébrique et sous
forme trigonométrique.

2. En déduire la forme trigonométrique de z.

3. Déterminez la valeur exacte de Cos% et de
sin §.

Ona:
22=-4V2-(1+1), z*=64-1i

La forme trigonométrique de z* est donc
L (T
zt =64 - c1s<?)

z =7 - cis(0) est une racine quatriéme du nombre
64 - Cis(%), c’est-a-dire qu'il existe k € 7 tel que :

T s
7’—2\/?, 9—54”(5

Or z est situé dans le quatriéme quadrant :

(T ™
z—2x/§-c1s(8+3- 2)

En comparant les formes trigonométrique et algé-
brique de z, on trouve :

Zﬁ-cosm—n:\M—Zﬁ

8
1

2V2 - sin% = —\4+2V2
Or cos BT" =sin g et sin BT" = —cos g D’ou finale-
ment :

cosT o Y2HV2 o V22
8 2 ’ 8 2
Exercice 40

1. Calculez le nombre complexe

(V2 +iv2)3
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2. On donne I'équation
23 =42 (-1 +1)

Calculer les racines de cette équation
(a) sous forme algébrique
(b) sous forme trigonomeétrique
11

3. En déduire sin -5~ .

Ona: (V2 +iv2)3 =-4/2+i4.2

z est donc une solution de I’équation proposée. La
forme algébrique des solutions est alors :

z=2+iV/2
z j=(2+iV2)- (;+l\£§>
V6+V2 6 -1/2
= - +1
2 2
2 V6-v2 . J6+.2
z-j°= -1
2 2
ouj= —% + % est une racine primitive cubique de
I'unité.
Leurs formes trigonométriques correspondantes
sont :
T
=2.cis| —
22 as(T)
z- '*2-cis(E+2—Tr>
J= 14773
11
=2 .cis| ——
as(47)
2T
.2 =2.ci (E 2.7>
z-j cis 1 + 3
. (1917
= 2-as( )
En comparant les parties réelles et imaginaires :
2 - sin—ll-’T = 7\6_ V2
12 2
Exercice 41

Soit z et z’ les nombres complexes définis par

\/6_1\/? 7 .
z=# et z'=1-1.

1. Mettre sous forme trigonométrique z, z' et leur
i z
quotient w = R

!

2. En déduire que

x  V6++2 .
cosﬁzT, smﬁzT

On a

z= \/5(?—; 1)— ﬁ-ms(—%)
. V2o V2o (T
Z = xﬁ-(z—z-l)— \@-ms( 4>

Z_ 62 \/G_ﬁ-i— 1-cis<£>
12

En comparant les parties réelles d'une part, les par-
ties imaginaires d’autre part :

T J6+2 T J6—2
C0OS— = ————, =—

12 4 ST 4

Exercice 42
On donne les deux nombres complexes

7i—1 (1+i>2

4+3i

z1i=1+1iv3 et zp= o

1. Mettre z; et zp sous forme algébrique et sous
forme trigonométrique.

2. En calculant de deux facons différentes z = %
déduire cos {5 et sin {5.

Ona:
zZ1 = 1++3-i= 2-cis(%)
zp = 1+i= ﬁ-cis(%)
zi  V3+1 V3-1 . (l)
5" 5+ i= 2-cis B

En comparant de cette derniére expression les parties
réelles d’'une part, les parties imaginaires d’autre part :

cos Lo LBEV2 g E-y2
12 4 12 4
Exercice 43

Soient les nombres complexes

V3+i

_2V2-6V2i 4601 +2i) o
N 2T 2+ V2iC

-1-2i J3i—-1

Z1

1. Déterminez z; sous forme algébrique.
2. Ecrire z> sous forme trigonométrique.

3. Déterminer x = z% sous forme algébrique et

sous forme trigonométrique.

10 . o
4. Calculer B = ~, sous forme trigonométrique.
2

5. Déterminer les racines cubiques de B sous
forme trigonométrique.
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6. Vérifier que 2+/2 — 2+/21 est une racine cubique
de B.

7. En utilisant les racines cubiques de I'unité, dé-
terminer les racines cubiques de 8 sous forme
algébrique.

8. En déduire cos % et sin 71—’27

21=2f—2\/€+(2\/?+2\/€)-i

2-cis(

)—l-cis -
)_ (12)

(x=z%=—32(—32-i=64-c1s(—%")

“2= 2-cis<

ISEREAE]

B=Zﬁ=—32f—32ﬁ-i=64-cis(—37">

2

Les racines cubiques de S :

4-CiS(—%) , 4-cis<—% + 2%) , 4-cis<—% + %T)
(2v2)3 - (1-1)®=-32/2-32V2-i=B
Les racines cubiques de 8 sont :
zo=2V2-2V2-i
20 j=V6-V2+ (W6+2) i
zo-j*=-V6-V2-(V6-2)-1i

Remarquons que

. [ —TT
Zo=4- ClS(T)

51

.j=4-cis 2=
Zo-J Cls(lz)
131

. '2= . i —_—
PR 4 CIS( B )

J étant notre racine cubique de I'unité.

Or % et 27 sont supplémentaires :

Cos7—n = —cos.s—-’T = —M
12 12 4
sinl—r =sin5—Tr = 7\/64_\/?
12 12 4

Exercice 44
On donne les nombres complexes suivants :

2./3 - 6i (i—1)(15 - 10+/21)
Zl== .~ et z»= p
2(/3-1) 3V2 —4i
1. Mettre z; et z» sous formes algébrique et trigo-
nométrique.

22
2. Onpose:u = —L,
z?2
(a) Mettre u sous formes algébrique et trigo-
nomeétrique.
(b) En déduire la valeur exacte de tan 111—;
Formes algébriques et trigonométriques :
3 3 . . T
21 = o5 ci= 3eas(-g)
Z = 32 —5\/?-1'— 5-cis<3—n)
27 2 2 4

En effectuant les calculs d’abord dans le monde
algébrique ensuite dans le monde trigonométrique :

Z#_ 36 _3v2 (3/6 32\ .
z 20 20 20 20
_3 -cis(—M")
©5 12
Mézalor :
11 Imu B
tan Reu \f 2

Exercice 45

On donne les nombres complexes :

_(1+V3)+i(1 +/3)
B 2-2i ’

_ 3V2-iV2

1 T T 120

1. Mettre les deux nombres sous leur forme al-
gébrique ainsi que sous leur forme trigonomé-
trique.

2. Calculer z; - zp a'aide des formes algébriques,
puis a 'aide des formes trigonométriques.

3. En déduire cos 213—2" et sin 213—2"

Formes algébriques et trigonométriques :

1 /3 . (21
2= yryis teas(F)
Zo= —2-2.i-= 2-cis(737n>

Formes algébrique et trigonométrique de z; - z5 :

B+ V26

Z1 22 ) 2
rr
=2- cis(—ﬁ)
En comparant les parties réelles et imaginaires :
os T _V6+v2 - V2-V6
12 4 ’ 12 4
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Exercice 46
On donne les nombres complexes

S o_-l+13i 1-17i o —6+10V3i
L i3 27 133

1. Ecrire ces deux nombres sous formes algé-
brique et trigonométrique.

2. Calculer w = z; - z» de deux facons différentes
et en déduire les valeurs exactes de cos 3T et
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Formes algébriques et trigonométriques :

Z1= —2+42-i= zﬁ-cis(%")
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Formes algébrique et trigonométrique de z; - z5 :
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En comparant les parties réelles et imaginaires :
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