Corrigé

1 Arranger — Permuter — Combiner

Le premier paragraphe formule les probléemes de

référence, les problémes-type qui devraient clari-

fier, du moins je ’espere, les idées principales de ce

chapitre : la distinction et les relations entre

- arrangements, ou I’ordre importe

- et combinaisons (choix) ou 'ordre est sans impor-
tance.

motif
arrangement combinaison

N

sans répétitions avec répétitions

2 Des chiffres et des lettres

Exercice 13
1. 3- A2, car
- le bloc peut occuper trois positions diffé-
rentes

- A, B, C étant réservées pour le groupe, il
n’y a plus que 7 lettres pour 2 places dispo-
nibles.

2. 3!-3- A2, en permutant les éléments d'un bloc.

3. Comprenez bien : il s’agit de mots dans les-
quels apparaissent les lettres A, B, C, dans cet
ordre, mais pas nécessairement sous forme
de bloc de trois lettres contigués. La position
du groupe peut étre choisie de C§ maniéres
différentes.

11y a donc C3 - A% mots.

4. Sinous renoncons a imposer 1'ordre lexicogra-
phique dans la question précédente, il y aura
31-C2 . A% = A2 - A2 mots différents.

3 Délégués et comités

Exercice 14

Un comité s’obtient en combinant un des C3, choix
d’un 4-groupe de professeurs avec un des C1J,
choix d'un 10-groupe d’éléves : C3, - C1J,.

Exercice 15

Nombre de choix:4-5+5-6+6-4

Exercice 16
Nombre de cas possibles : C3, (le nombre de paires
dans un ensemble a 12 + 6 + 2 éléments).
Nombre de cas favorables :
12-11 N 6-5 ‘1

2 2
D’apres le marquis de Laplace, la probabilité d'un
évenement, dans I’hypothese d’équiprobabilité, est
le nombre de cas favorables (a I’événement) divisé
par le nombre de cas possibles.

Ci, +C5+C5 =

Exercice 17
1. M. X choisit ses 10 éleves et confie le reste
aux soins pédagogiques de Mme Y : ce qui fait
ClY - ciY dédoublements.
2. L’ordre des choix est sans importance, nous
divisons le nombre obtenu précédemment par

2! (le nombre de manieres de permuter deux
objets, oui, C’est 2) : CZ—%,((;
Exercice 18
C’est évidemment une variante de ’exo précédent.
1. €30 - Cyp - Cip
C30 - €20 - Ci6
' 3!

Exercice 19

2

1. Nous devons donc exclure les molécules du
type 'A% ou * désigne n’'importe quel atome
du réservoir, différent de I' et A.
1y a donc : C3, — C} molécules de ce type.

On peut aussi raisonner par disjonction des
cas, c’'est-a-dire effectuer une classification des
groupes acceptables.

Les groupes acceptables sont de la forme

- T* % (ilyenaC3)

- Ax % (Cé groupes)

- % % x (Cg groupes)

ce qui fait ...

Enfin, Barbara propose de classer les groupes

acceptables de la maniere suivante :

- les groupes sansT :ily en a C3 (nous devons
choisir 3 membres parmi les 9 non-T)

- les groupes avec I', donc nécessairement
sans A, c’est-a-dire de la forme I' et deux
non-A:ilyen a C%

Et effectivement : C5 = C3 + C§ (la propriété
d’additivité de nos chemins dans un qua-
drillage).

2. Classification : un groupe est acceptable
- s’il contient x et B : Cé possibilités
- s’il ne contient ni &, ni B : C3 choix possibles
D'ou ...
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4 Boules et tirages ) ] 2
1. simultanément : c
. 9
Exercice 20 %
Les couleurs doivent apparaitre dans I’ordre indi- successivement, avec remise : Eg
qué. i 5-4
i . 2. simultanément : —5—
avec remise  sans remise C3
4 4 . . ; 2 * (5 " 4)
@ B; A; successivement, sans remise : Al (1
i 4 )
Bio Alo paire, 1 impaire ou bien : 1 impaire, 1 paire)
B: -3 Aj-3
(b) 2 2 Exercice 25
B1o Alo . _ _ _
> 1. Pensez a I'exercice sur les villageois et leurs
4-3-Bj 4-3.(2-3) ) ) . .
(€) 3 1 bistrots; on va associer a chaque boule (vil-
Bio Ao lageois) sa case (son bistrot), les répétitions
. étant exclues; on comprend ainsi que les ran-
Exercice 21

Le nombre de cas possibles est : A3,. Nous allons
indiquer ci-dessous uniquement les nombres de cas
favorables aux événements considérés; a vous d’en
déduire les probabilités.

1. C3- A}, -Al,=C3,-Cl, - 4!
2. Ay

3. En effectuant la classique classification « exac-
tement 2 », « exactement trois », ..., on ob-
tient :

Cip-Cip-41+Cjy-Cly-41+Cjy-4!
= Cj- Ay - Afp + Ci - Al - Afg + Ci - Afy

4. Classification : « aucune », « exactement une »,
« exactement deux » :

Cl- Al +Ci-Aly- Al + C] - Af - A

Exercice 22
1. Probabilité; >~ 2+ 3
B
7
2-(3-4)

2. Probabilité : >
A7

Exercice 23

Nombre de cas possibles : C3;.
Indiquons les cas favorables aux différents éveéne-
ments :

1.5-3-3

2. G2 +C+C3

3. C¢.¢

4. C2.Ct + C2 (contrélez en calculant le nombre
de cas favorables a I'’évéenement contraire).

Exercice 24

gements donc des arrangements sans répéti-
tions des 7 urnes :

1 2 3 4 5 boules

Ily adonc A§ rangements possibles.

On pourra aussi choisir d’abord les 5 urnes
pour les cing boules , ce qui fait C? choix dis-
tincts, et répartir ensuite de toutes les ma-
nieéres possibles (il y en a 5!) ces urnes entre
les 5 boules : il y a donc C2 - 5! rangements
différents.

2. On va encore associer a chaque boule sa case,
des répétitions étant licites; les rangements
sont des arrangements avec répétitions :

1 2 3 4 5
2727 6]
Il y adonc B§ rangements possibles.

3. Les boules sont indiscernables (pensez : balles
de tennis de table). Il suffit donc de choisir 5
urnes :

Il y a donc C? rangements possibles.

5 Cartes

Exercice 26

Evidemment % On pourrait affirmer que le texte
décrit tout simplement une technique biscornue de
tirage d’une carte.

Exercice 27

Tirages simultanés
Nombre de cas possibles : C5,.
On va indiquer maintenant uniquement les nombres
de cas favorables — vous allez en déduire sans dif-
ficulté aucune la probabilité correspondante.
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2
Cie

2
Cs

2
4. Cg
4-4
On interprétera le « ou » au sens inclusif :
il suffit que I'une des deux possibilités soit
réalisée.
En passant par I’évéenement contraire (« aucun
. (2 2

des deux ») : C5, — C5;.

Tirages successifs : sans remise
Nombre de cas possibles : C3, - 2 = A3,.
On va indiquer maintenant uniquement les nombres
de cas favorables.

1. C3¢-2 = A%

2. C3-2=A3

3.4-C3-2=4-A3

4.4-4.2

5. (C3, - C3)) - 2.

Tirages successifs : avec remise
Nombre de cas possibles : B3,.

On va indiquer maintenant uniquement les nombres
de cas favorables.

1. B3,

. B}

. 4-B3

. 4-4-2
. B3, — B3;.

vk N

vl b W N

Exercice 28

Nombre de cas possibles : C3,.
Indiquons le nombre de cas favorables a chacun
des événements indiqués :

1. C3-C3,

2.C} -Gy -Gy Cy

3. C5-C3

4. C-Ch - Cy- Chg

5.1-C3 +7-3-C3; (ladame de coeur!)

6. Notons x le nombre d’éléments (le cardinal)

de I'événement {C = 1 et D = 1}; la partition
{C=1}={C=1etD=0}u{C=1etD =1}
permet d’écrire I’équation en x

Gy Coy=Ci G +x

7. Notons x le cardinal de {D = 1etC > 1};
alors la partition

{D=1}={D=1etC=0}u{D=1etC =1}
permet d’écrire I’équation

Cl-C=C-C +x

8. Le complémentaire de I’événement
{D>1etC=>=1}
est {D = 0 ou C = 0}, dont le cardinal est
Cs +C34 — C34
puisque

#D=0ouC =0}
=#{D =0} +#{C=0}-#{C=0et D =0}

Exercice 29

cl-cl-cl

N Sk W N
(@)
g
(@]
oW

Exercice 30

Nombre de cas possibles : C19.
Indiquons maintenant le nombre de cas favorables
a chacun des événements considérés.

1. Ci3 - Ci3 - Ci;3 - Ci3

10 10
Exercice 31

1. - Choix des deux valeurs : A3 (on distingue la
valeur principale et I'autre)
- Choix correspondant des cartes : C3 - C3
Total : A3 - C3 - C3

Variante : (C}-C3) - (CL-C%)

2. - Choix du bloc de valeurs consécutives : 4
- Choix de la couleur correspondante : 4
Total: 4 -4

3. - Choix du groupe : C3
- Choix de la couleur : 4
Total : 4 - C3

4. - Choix des valeurs : 4
- Choix des couleurs : B}
Total : 4 - 4°

5. - Choix de la valeur commune des 4 cartes : 8
- Choix de '« autre » valeur: 4 - 7
Total : 8 - 28
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6 Exercices algébriques

6.1 Arithmétique factorielle

Exercice 32
1. 72! 2. 83!
Al 80-79-78-77

76 _ 4 _ 780 _

3. 100 4. C{g = Cgp 21 1.3.2.0.1
n+3) - m+2)- (m+1)-n!

5. (m+1)! 6. =(mn+3)-n!

(m+1) - (m+2)

n+1)-nl-n' n+1)-1
m+1)-n+n' m+1)+1

6.2 La formule de Newton

Exercice 33

L’expression proposée n’est autre que le développement de (0,34 + 0,64)° ; la valeur en est 1.

Exercice 34

Remarquez que, dans les développements suivants faisant intervenir des fractions, on a parfois intérét a

réduire au méme dénominateur.

1. (a+b) =a’ +7a%b +21a°b? + 35a*b3 + 35a3b* + 21a°b° + 7ab® + b’

2. (2x +3y)* =16x* + 96x3y + 216x2y° + 216xy° + 81y*

w

(2 1)3 x9+3x5 +3x3 + 1
xX“+—) = =
X3

=

“

1
x0+3-x%+ 5 +3
x

. (a-2b)°> =a’ —10a*b + 40a®b? — 80a’b3 + 80ab* — 32b°

4.x12-8.x8+6-x%+

V2o x V2 x

(\Fz.xsf 1 )4 _ <2x4—1>4 _ 16x'0-32x'2+24x8 —8x4+1 _

4x4 4.x4

2\ 6 12 46 .
6. V2 _x S A I S DY, BV B ﬁ+£+15
8 x3 x6

Exercice 35

Attention! Il ne s’agit pas de calculer le coefficient
de x7. Le terme d’exposant k (qui est le k + 1-iéme
terme, car nous comptons a partir de 0) du dévelop-
pement de

(a+ b))

ordonné suivant les puissances croissantes de a,
est, d’aprés la formule d’Isaac Newton

ck, - ak - pl1k

Dans notre cas, ce terme s’écrit :
Ct - 3x)* - (—2>Hk
X
En particulier, pour k = 6 :

Ci, - (3x)° - (—i)s

expression qu’il s’agit encore de simplifier (ré-
duire) :

5
Cf,-(3x)5- (—%) = —462.2°-3%.x675 = ~10777536x

Le 7¢ terme du développement ordonné suivant
les puissances décroissantes de x est le 6¢ terme
du développement ordonné suivant les puissances
croissantes; c’est donc le terme correspondant a
k = 5.

Exercice 36

1. Le terme général du développement de notre
bindéme est

Chy- (3x?)k - (—2)10k = ¢k 3k (210K 2k
Le coefficient de x5 = x2k s’obtient donc pour

k=3:
C3p3% (-2)10-3 =,
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2. Le terme général du développement est
4 5-k
C’S‘-(sz)k-(—;) =

Donc 3k — 5 = 1 ou encore k = 2; d’ou le
coefficient de x :

C2.22.(-4)°2= ...

X

3. Le terme en x°® du développement de (x + 7)8
est
CS-x6.786= .

4. Le terme général du développement est

ck . (3x)k - 11k _ L xkeza2en
12 XZ -

En comparant les exposants
k—-2-(12-k)=3k-24=3

ce qui implique que k = 9; d’ou le coefficient
de x3 :
c), - 3°
Exercice 37

1. Le terme milieu est celui d’indice k = 6. Nous
devons donc calculer ’expression

cf, - (3x)8 - 26

2. Les termes sont ceux d’indice k = 5 et d’indice
k = 6; nous devons donc calculer

3\ 3)\°
cil-(4x2)5-<——) et c?l-(4x2)6-(——)
X X

. _x2k7(57k) = ... - 3k

3. Les termes sont ceux d’indice k = 3 et k = 4;
nous devons donc calculer

C3-(V2:x)3- (—\/%)4 et C3-(V2-x)* (—\%)3

Exercice 38
D’apreés la formule de Newton :
n n
2= (1+1)"= > ck.1kqnk= Y ek
k=0 k=0
Interprétation : dans un ensemble a n éléments, il y

a exactement 2" parties, dont C’;l a k éléments.

Exercice 39
D’apres la formule de Newton :
n n
0=(-1+1)"= > Ck.(-Dk.1"* = > (-1)kck
k=0 k=0
On en déduit que

c+C+C+---=C0+C2+Ch+...

Interprétation : dans un ensemble a n éléments, il
y a autant de parties ayant un nombre pair d’élé-
ments que de parties ayant un nombre impair d’élé-
ments.
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