Dynamique démographique de la population mondiale

1.

(a) Préparation de la représentation graphique : esquisse

nombre d’individus [en milliards]
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Afin de construire (dans TABLE) des tableaux de valeurs pour les trois
fonctions (fonctions dont nous n’aurons plus besoin par la suite), nous
posons les définitions suivantes (dans HOME, ou méme directement
dans I'éditeur v=) :

| NewProb

' round(0.093x+5.3, 2) — y1(x)

| round(5.3eA(0.016x), 2) — y2(x)

‘ round(~/ (1.072t+28.09), 2) — y3(x)

(attention! il y a une erreur dans la derniére ligne — laquelle ?) et dans
I’éditeur TBLSET nous précisons les paramétres d’échantillonnage

| thiStart = —30
| Atbl =10

On obtient alors sans trop de difficultés la représentation graphique de
ces trois fonctions :
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(b) Aucune de ces fonctions n’est bornée : elles croissent indéfiniment en

contradiction avec I’hypothése que la population se stabilise (apres
2200).

Remarquons que méme pour l'intervalle [1960; 2050] I'approximation
fournie par les fonctions est peu satisfaisante.

! ! ! ! temps [années depuis 1990]
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(c) - Le modele de la croissance exponentielle ne convient pas du tout, le
graphe s’éloignant beaucoup trop rapidement des données.
- La méme remarque s’applique au modeéle linéaire, quoique dans une
moindre mesure.
- Le modeéle parabolique convient a peu prés pour la période [1990; 2050].
2. (a) Etudions le comportement de y pour les « grandes » valeurs de t :
a a

li = =
tlan?-o1+b-e—°"t 1+0

a

car « > 0. D’apres nos données, a vaut donc 11,6.

(b) Pour déterminer les deux constantes b et &, nous avons besoin de
deux conditions pour obtenir un systéme de deux équations a deux
inconnues; I’énoncé nous impose

y(=30) =3,02 »(0)=5,3

D’ou le code

1 11.6/(1+bxeA(—x 1)) — y(t)
{y(0) = 5.3, y(-30) = 3.02} — conds
| solve(conds, {b,x})

qui fournit les valeurs approchées :

b ~1,1887 « =~ 0,029

3. (a) On utilisera les parameétres et dimensions graphiques obtenues en (1a).
Le tableau des valeurs sera calculé a I'aide de la définition

' NewProb
‘ 11.6/(1+1.1887xeA(—-0.029 t)) — y(t)

Ces travaux préliminaires permettent d’obtenir la représentation gra-

phique de y :
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(b) e Les asymptotes
Les deux expressions voyage 200
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limit(y(t),t,— o)
| limit(y(t),t, )

permettent d’écrire d'une part
tlim y(t)=0

ce qui signifie que le graphe admet une asymptote horizontale
d’équation y = 0!
et d’autre part

}imy(t) =11,6

ce qui signifie que le graphe admet une deuxiéme asymptote hori-
zontale.

o Les extrémas
Nous voulons connaitre le signe de la dérivée y’ de y :

Ld(y(t),t) — dy(t)
| zeros(dy(1),t)

La dérivée premieére ne s’annulant jamais (car la voyage 200 fournit
comme résultat une liste vide), son signe est constant (par conti-
nuité) ; il suffit de le déterminer en un point-témoin quelconque,

ar exemple pour t = 10 :
P piep Utilisez la fonction sign si le

nombre en tant que tel ne

‘ sign(dy(10)) vous intéresse guere.

Ce dernier résultat étant 1, v est une fonction strictement crois-
sante.

Ou encore, plus simplement? :

| solve(dy(t) > 0, t)

Nous obtenons le résultat true ce qui signifie que la fonction y’ est

toujours strictement positive et partant y est strictement croissante.
e Les points d’inflexion

Nous devons déterminer les réels en lesquels "’ s’annule et change

de signe :

Ld(y(t),t,2) — d2y(1)
| zeros(d2y(t), t) — ts

D’apres le calcul précédent, ty =~ 5,96 est le seul zéro de y"';
en utilisant des réels-témoins choisis (de maniére aléatoire) dans
chacun des intervalles délimités par tg

| sign(d2y({3,7})

nous obtenons le tableau

t — 00 to + 00
' (t) + 0 =
' (t) > Vi) —

1. Vous avez certainement remarqué que les notations de I’exercice ne sont pas particuliérement
judicieuses.
2. Mais peut-étre pas strictement conforme au programme — ce n’est pas clair
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(0

(d)

Calculons encore y (tg) (ordonnée du point d’inflexion) et y’(tp)
(la vitesse de croissance en ty) :

Hy(t), dy@®} | t=ts
D’ou :
y(to) =58  »'(ty) =~0,0841
la population croit avec une vitesse de 84 millions d’individus par
an.
Evidemment : 'expression

| solve(d(y(1),t,2) > 0, t)

(qui donne comme résultat t < 5.96...) permet de construire le
tableau sans passer par des valeurs témoins.

On en déduit les coordonnées approchées du point d’inflexion I de
v : J(5,96;5,8) est proche de I.

L’accroissement (en milliards d’individus par an) est donné par y’;
nous devons donc résoudre I'inéquation

v'(t) < 0,05
respectivement déterminer le signe de
y'(t) - 0,05

L’expression

| zeros(dy(t) — 0.05,1)

fournit comme zéros de y’(t) — 0,05 les réels t; ~ —46 et to ~ 58.

Par continuité, le signe de y’ est constant sur chacun des intervalles
(—oo;to[, 1to;t1[ et 1ty, +o0). A I'aide de trois réels-témoins, nous obte-
nons le tableau des signes

t —00 ty to +00

y'(t) - 0,05 -0 + 0 -

qui permet de conclure que I'accroissement annuel de la population
était inférieur a 50 millions avant 1944 (= 1990 — 46) et apres 2048(=
1990 + 58).

La moyenne d'une fonction f sur un intervalle [a; b] est donnée par

b
poal, foa

donc la moyenne de la population entre les instants t = O et t = 160

est donnée par
160

160 -0 Jo

y(t)dt

L’expression voyage 200

| [(y(),1,0,160)/160
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nous fournit la valeur approchée 9,67 de la moyenne : entre 1990
et 2150, la moyenne (annuelle) de la population est presque de 10
milliards de personnes.

(e) L’abscisse du point d’inflexion, en laquelle ' prend sa valeur maximale,
représente le moment de la croissance la plus forte de vy :
en 1996 (= 1990+6), la croissance de la population était donc maximale,
avec un accroissement de y’(5,96) ~ 0,084, c’est-a-dire de 84 millions
de personnes par an.
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